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Математичне моделювання внутрiшньої структури 3D
тiла на основi трьох рентгенiвських знiмкiв у трьох
взаємоперпендикулярних ракурсах
The explicit description of a class of functions of three variables that are a mathematical model
of the inner structure of a 3D body (density, attenuation constant), which can be restored by
three X-ray pictures in mutually perpendicular aspects is given.
Дана робота присвячена дослiдженню класу функцiй, що описують внутрiшню структуру
3-вимiрного тiла (щiльнiсть, коефiцiєнт поглинання), якi можна точно вiдновити за допо-
могою всього трьох рентгенiвських знiмкiв у взаємоперпендикулярних ракурсах методом,
описаним в [1]. Вказаний метод оснований на використаннi операторiв мiшаної апроксимацiї
функцiй [2, 3]. Ця робота є продовженням дослiджень роботи [4], у якiй для вiдновлення
об’єктiв використовувалось всього два рентгенiвських знiмка. Огляд дослiджень з близької
за змiстом тематики наведено в [5–12].
Основнi твердження роботи. Для побудови математичної моделi внутрiшньої струк-
тури тривимiрного тiла будемо використовувати мiшану апроксимацiю Bm,n,pf(x, y, z) су-
мами Фур’є функцiй трьох змiнних f(x, y, z) ∈ L2[0, 1]
3⋂C[0, 1]3 за змiнними x, y, z, по-
будовану за допомогою сум Фур’є функцiй f(x, y, z) порядкiв m, n, p за змiнними x, y, z,
вiдповiдно,
Fm,xf(x, y, z) =
m∑
k1=−m
c1k1(f ; y, z)e
i2pik1x, c1k1(f ; y, z) =
1∫
0
f(x, y, z)e−i2pik1xdx,
Fn,yf(x, y, z) =
n∑
k2=−n
c2k2(f ;x, z)e
i2pik2y, c2k2(f ;x, z) =
1∫
0
f(x, y, z)e−i2pik2ydy,
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Fp,zf(x, y, z) =
p∑
k3=−p
c3k3(f ;x, y)e
i2pik3z, c3k3(f ;x, y) =
1∫
0
f(x, y, z)e−i2pik3zdz.
Цi оператори мають вигляд
Bm,n,pf(x, y, z) = Fm,xf + Fn,yf + Fp,zf − Fm,xFn,yf − Fm,xFp,zf − Fn,yFp,zf + Fm,n,pf,
де
Fm,xFn,yf(x, y, z) =
m∑
k1=−m
n∑
k2=−n
c12k1,k2(f ; z)e
i2pi(k1x+k2y);
c12k1,k2(f ; z) =
1∫
0
1∫
0
f(x, y, z)e−i2pi(k1x+k2y)dxdy;
Fm,xFp,zf(x, y, z) =
m∑
k1=−m
p∑
k3=−p
c13k1,k3(f ; y)e
i2pi(k1x+k3z);
c13k1,k3(f ; y) =
1∫
0
1∫
0
f(x, y, z)e−i2pi(k1x+k3z)dxdz;
Fn,yFp,zf(x, y, z) =
n∑
k2=−n
p∑
k3=−p
c23k2,k3(f ;x)e
i2pi(k2y+k3z);
c23k2,k3(f ;x) =
1∫
0
1∫
0
f(x, y, z)e−i2pi(k2y+k3z)dydz;
Fm,n,pf = Fm,xFn,yFp,zf =
m∑
k1=−m
n∑
k2=−n
p∑
k3=−p
ck1,k2,k3e
i2pi(k1x+k2y+k3z);
ck1,k2,k3 =
1∫
0
1∫
0
f(x, y, z)e−i2pi(k1x+k2y+k3z)dxdydz.
Для подальшого потрiбна така лема.
Лема 1. Для функцiй f(x, y, z) ∈ L2[0, 1]
3⋂C[0, 1]3 виконуються рiвностi (−m 6 k′1 6
6 m;−n 6 k′2 6 n;−p 6 k
′
3 6 p)
c1k′
1
(Bm,n,pf ; y, z) =
1∫
0
Bm,n,pfe
−i2pik′
1
xdx = c1k′
1
(f ; y, z) =
1∫
0
fe−i2pik
′
1
xdx,
c2k′
2
(Bm,n,pf ;x, z) =
1∫
0
Bm,n,pfe
−i2pik′
2
ydy = c2k′
2
(f ;x, z) =
1∫
0
fe−i2pik
′
2
ydy,
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c3k′
3
(Bm,n,pf ;x, y) =
1∫
0
Bm,n,pfe
−i2pik′
3
zdz = c3k′
3
(f ;x, y) =
1∫
0
fe−i2pik
′
3
zdz.
Для того щоб цi математичнi результати використати при математичному моделюван-
нi внутрiшньої структури тривимiрного тiла за допомогою трьох рентгенiвських знiмкiв
у напрямках осей x, y та z, вiдповiдно, зауважимо, що доданок
c10(f ; y, z) =
1∫
0
f(x, y, z)e−i2pi0xdx =
1∫
0
f(x, y, z) dx
у формулi Fm,xf(x, y, z) =
m∑
k1=−m
c1k1(f ; y, z)e
i2pik1x може розглядатися як функцiя змiнних
(y, z), що описує зображення на рентгенiвському знiмку, яке отримується в результатi про-
свiчування об’єкта (вважаємо, що об’єкт дослiдження повнiстю розмiщений у кубi [0, 1]3)
рентгенiвськими променями вздовж осi Ox при умовi, що рентгенiвський промiнь прохо-
дить через точку (y, z) площини Oyz.
Аналогiчно, доданки
c20(f ;x, z) =
1∫
0
f(x, y, z)e−i2pi0ydy =
1∫
0
f(x, y, z) dy
у формулi
Fn,yf(x, y, z) =
n∑
k2=−n
c2k2(f ;x, z)e
i2pik2y
та
c30(f ;x, y) =
1∫
0
f(x, y, z)e−i2pi0zdz =
1∫
0
f(x, y, z) dz
у формулi
Fp,zf(x, y, z) =
p∑
k3=−p
c3k3(f ;x, y)e
i2pik3z
можуть розглядатися як функцiї двох змiнних (x, z), (x, y), вiдповiдно, що описують зо-
браження на рентгенiвських знiмках, отриманих в результатi опромiнення (просвiчування)
об’єкта рентгенiвськими променями вздовж осей Oy та Oz, вiдповiдно, при умовi, що рент-
генiвський промiнь проходить через точку (x, z) площини Oxz та точку (x, y) площини
Oxy, вiдповiдно. Далi врахуємо, що доданок
c120,0(z) =
1∫
0
1∫
0
f(x, y, z)e−i2pi(0x+0y)dxdy =
1∫
0
1∫
0
f(x, y, z) dxdy
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у сумi
Fm,nf(x, y, z) =
m∑
k1=−m
n∑
k2=−n
c12k1,k2(z)e
i2pi(k1x+k2y)
може бути отриманий за допомогою вказаних двох знiмкiв
c10(f ; y, z) =
1∫
0
f(x, y, z)dx, c20(f ;x, z) =
1∫
0
f(x, y, z)dy,
тобто
c120,0(z) =
1∫
0
1∫
0
f(x, y, z) dxdy =
1∫
0
( 1∫
0
f(x, y, z)dx
)
dy =
1∫
0
c10(f ; y, z)dy
i, iналогiчно,
c120,0(z) =
1∫
0
1∫
0
f(x, y, z) dxdy =
1∫
0
( 1∫
0
f(x, y, z)dy
)
dx =
1∫
0
c20(f ;x, z)dx.
Це дозволяє написати наступне важливе з практичної точки зору твердження.
Твердження 1. Якщо c10(f ; y, z), c20(f ;x, z), c30(f ;x, y) — функцiї, що описують тi-
ньовi зображення внутрiшньої структури тривимiрного тiла при просвiчуваннi (опромi-
неннi) тiла рентгенiвськими променями вздовж осей Ox, Oy та Oz, вiдповiдно, а коефi-
цiєнти c120,0(z), c130,0(y), c230,0(x) отримуються за однiєю з формул
c120,0(z) =
1∫
0
c10(f ; y, z)dy, c120,0(z) =
1∫
0
c20(f ;x, z)dx
(аналогiчнi формули можна написати також для c130,0(y), c230,0(x)), то функцiя
Bm,n,pf(x, y, z) = Fm,xf(x, y, z) + Fn,yf(x, y, z) + Fp,zf(x, y, z) − Fm,xFn,yf(x, y, z) −
− Fm,xFp,zf(x, y, z) − Fn,yFp,zf(x, y, z) + Fm,n,pf(x, y, z),
що є математичною моделлю внутрiшньої структури тривимiрного тiла, буде задоволь-
няти умову
c10(Bm,n,pf ; y, z) = c10(f ; y, z), c20(Bm,n,pf ; y, z) = c20(f ; y, z),
c30(Bm,n,pf ; y, z) = c30(f ; y, z),
c0,0,0(Bm,n,pf) = c0,0,0(f) =
1∫
0
1∫
0
1∫
0
f(x, y, z) dxdydz
незалежно вiд вибору всiх iнших виразiв
c1p(y, z), 1 6 |p| 6 m та c2p(x, z), 1 6 |p| 6 n i
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c12p,q(z), 1 6 |p|+ |q| 6 2n,
c13p,q(y), 1 6 |p| + |q| 6 2n; c23p,q(x), 1 6 |p|+ |q| 6 2n.
Твердження 1 (при m = n = p = 0) лежить в основi патента [1] на спосiб вiдновлен-
ня внутрiшньої структури тривимiрного тiла за допомогою трьох рентгенiвських знiмкiв
у трьох взаємоперпендикулярних напрямках.
2. Аналiз точностi математичної моделi. Вище вiдзначено, що формулу
B0,0,0f(x, y, z) = c10(f ; y, z) + c20(f ;x, z) + c30(f ;x, y) − c10(c20(f ; ., .); z) −
− c10(c30(f ; ., .); y) − c20(c30(f ; ., .);x) + c0,0,0
можна використовувати як математичну модель внутрiшньої структури тривимiрного тiла,
яка має такi властивостi:
1∫
0
B0,0,0fdx =
1∫
0
fdx;
1∫
0
B0,0,0fdy =
1∫
0
fdy;
1∫
0
B0,0,0fdz =
1∫
0
fdz.
Теорема 1. Оператор B0,0,0f точно вiдновлює всi функцiї f вигляду
f(x, y, z) = u(y, z) + v(x, z) + w(x, y).
Доведення. Запишемо таку низку рiвностей:
c10(f ; y, z) =
1∫
0
fdx =
1∫
0
[u(y, z) + v(x, z) + w(x, y)]dx = u +
1∫
0
vdx +
1∫
0
wdx,
c20(f ;x, z) =
1∫
0
fdy =
1∫
0
[u(y, z) + v(x, z) + w(x, y)]dy =
1∫
0
udy + v +
1∫
0
wdy,
c30(f ;x, y) =
1∫
0
fdz =
1∫
0
[u(y, z) + v(x, z) + w(x, y)]dz =
1∫
0
udz +
1∫
0
vdz + w,
c10(c20(f ; ., .); z) =
1∫
0
( 1∫
0
f(x, y, z)dy
)
dx =
1∫
0
( 1∫
0
[u(y, z) + v(x, z) + w(x, y)]dy
)
dx =
=
1∫
0
udy +
1∫
0
vdx +
1∫
0
1∫
0
wdxdy,
c10(c30(f ; ., .); y) =
1∫
0
1∫
0
f(x, y, z)dxdz =
1∫
0
1∫
0
[u(x, y) + v(x, z) + w(x, y)]dxdz =
=
1∫
0
udz +
1∫
0
1∫
0
vdxdz +
1∫
0
wdx,
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c20(c30(f ; ., .);x) =
1∫
0
1∫
0
f(x, y, z)dydz =
1∫
0
1∫
0
[u(y, z) + v(x, z) + w(x, y)]dydz =
=
1∫
0
1∫
0
udydz +
1∫
0
vdz +
1∫
0
wdy,
c0,0,0 =
1∫
0
1∫
0
1∫
0
f(x, y, z)dxdydz =
1∫
0
1∫
0
1∫
0
[u(y, z) + v(x, z) + w(x, y)]dxdydz =
=
1∫
0
1∫
0
u(y, z)dydz +
1∫
0
1∫
0
v(x, z)dxdz +
1∫
0
1∫
0
w(x, y)dxdy.
Пiдставляючи цi формули у вираз для оператора B0,0,0f(x, y, z), одержимо
B0,0,0f(x, y, z) = c1,0(f ; y, z) + c2,0(f ;x, z) + c3,0(f ;x, y) −
− c1,0(c2,0(f ; ., .); z) − c1,0(c3,0(f ; ., .); y) − c2,0(c3,0(f ; ., .);x) + c0,0,0 =
= u +
1∫
0
vdx +
1∫
0
wdx +
1∫
0
udy + v +
1∫
0
wdy +
1∫
0
udz +
1∫
0
vdz + w −
−
( 1∫
0
1∫
0
udydz +
1∫
0
vdz +
1∫
0
wdy
)
−
( 1∫
0
udy +
1∫
0
vdx +
1∫
0
1∫
0
wdxdy
)
−
−
( 1∫
0
udz +
1∫
0
1∫
0
vdxdz +
1∫
0
wdx
)
+
( 1∫
0
1∫
0
udydz +
1∫
0
1∫
0
vdxdz +
1∫
0
1∫
0
wdxdy
)
=
= u(y, z) + v(x, z) + w(x, y) = f(x, y, z).
Таким чином, B0,0,0f(x, y, z) = f(x, y, z). Тому
1∫
0
B0,0,0fdx =
1∫
0
fdx;
1∫
0
B0,0,0fdy =
1∫
0
fdy;
1∫
0
B0,0,0fdz =
1∫
0
fdz.
Теорема 2 доведена.
Отже, в роботi одержано явний вигляд функцiй, що описують внутрiшню структуру 3D
тiла i точно можуть бути вiдновленi за допомогою трьох рентгенiвських знiмкiв у взаємо-
перпендикулярних напрямках.
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